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1 Algoritmul de unificare

3 ? gl \
Pana si Grasa stie algoritmul de unificare, aplica metoda tabelului (singurul seminar la care au
performat chiar si cei de la 362)

Teorie

O substitutie este o functie partiala de la variabile la termeni, adica o : V' — Trm,. Un unificator
pentru doi termeni ¢; si t2 este o substitutie 6 astfel incat 6(¢1) = 6(¢2). Un unificator v pentru t;
si ty este un cel mai general unificator daca pentru orice alt unificator v/ pentru ¢ si to, exista o
substitutie p astfel incat v/ = v; p.

Algoritmul de unificare:

Lista solutie Lista de rezolvat
S R
Initial 0 t1=1t),... .ty =t,
SCOATE S R, t=t
S R
DESCOMPUNE 3 Rty itn) = f(th o t0)
S Rty =t  t,=t,
REZOLVA S R,z =tsaut=x, r nuaparein t
x=t, Szt R'[x + 1]
Final 0

S
Algoritmul se termind normal dacd R = () (in acest caz, In S are un unificator pentru termenii
din lista initiald R).
Algoritmul este oprit cu concluzia inexistentei unui unificator daca:

(i) In R existi o ecuatie de forma f(ty,...,t,) = g(t;,...,t}) cu f # g. Simbolurile de constanti
se considera simboluri de functie de aritate 0.

(ii) In R existd o ecuatie de forma x = t sau t = z si variabila x apare in termenul ¢.

(Exercitiul 1) Consideram
- x,y, 2, u,v variabile,



- a,b,c simboluri de constanta,

- h,g,(_)~! simboluri de functie de aritate 1,
- f,*,4+ simboluri de functie de aritate 2,

- p simbol de functie de aritate 3.

Aplicati algoritmul de unificare de mai sus pentru a gasi un unificator pentru termenii:

1) pla,z, h(g(y))) si p(z, h(2), h(u))
2) f(h(a),9(x)) si f(y,y)

3) pla,z,g(x)) si p(a,y,y)

4) p(z,y, 2) st p(u, f(v,0),u)

5) f(z, f(z,2)) s f(9(y), f(2, 9(a)))

(yxy) st (y*y)+2
(rxy)*zsiuxu?

1

e Nu exista unificator.

11) f(g(x), ) si f(y,y)
12) p(x,z,2) s p(y,y,b)
13) pla, u, h(x)) si p(y, f(y, 2), 2)
14) f(x, f(b,2)) si f(f(y,a), f(b, f(2,2)))
15) p(z,b,x) §i p(y, y,c)
16) f(z,y), f(h(z),z) si f(z,D)
17) flx, f(x,9(y))), f(u,2) si f(9(y),y)
18) f(f(x,y),x), f9(y), 2) st f(u, h(2))
19) f(f(2,y), @), f(v,u) si f(u, h(2))
Demonstratie:
1.
S R
0 pla,z,h(g(y))) = p(z,h(z), h(u)) | DESCOMPUNE
0 a=z,z=h(z),h(g(y)) = h(u) REZOLVA
z=a x = h(a), h(g(y)) = h(u) REZOLVA
z=a,z = h(a) h(g(y)) = h(u) DESCOMPUNE
z=a,z = h(a) gy) =u REZOLVA
z=a,x = h(a),u= g(y) 0
o v={z/a, x/h(a), u/g(y)} este cgu.
2.
S R
0 f(h(a),g(z)) = f(y.y) | DESCOMPUNE
] y = h(a),y = g(z) REZOLVA
y = h(a) g(z) = h(a) ESEC



S R
0 p(a,z,g9(x)) = p(a,y,y) | DESCOMPUNE
0 a=a,r=y,y=g(x) SCOATE
U z=y,y=g(x) REZOLVA
T=y y=9() ESEC
e Nu exista unificator.
4,
S R
0 p(z,y,2) = plu, f(v,v),u) | DESCOMPUNE
0 z=uy= f(v,v),z2=1u REZOLVA
T=u y= f(v,v),z=u REZOLVA
y= f(v,v),x=u z=u REZOLVA
z=u,y= f(v,v),z=1u
o v={z/u, y/f(v,v), x/u} este cgu.
5.
S R
0 f(z, f(z,7)) = f(9(y), f(2,9(a))) | DESCOMPUNE
U x=gy), f(z,z) = f(z,9(a)) REZOLVA
z=g(y) flg(), 9(w)) = f(2,9(a)) DESCOMPUNE
z=g(y) z=9(y),9(y) = g(a) REZOLVA
z=9y).z=g(y) 9(y) = g(a) DESCOMPUNE
z=g(y),x = g(y) y=a REZOLVA
y=a,z=g(a),z=g(a)
o v={z/g(a), z/g(a), y/a)} este cgu.
6.
S R
0 z+ (y*xy) = (y+y) + z | DESCOMPUNE
0 T=yky,z=yxy REZOLVA
T=yxy 2= yxy REZOLVA
Z=Y*yYy,T=y*y
e v={x/yxy, z/yxy)} este cgu.
7.
S R
0 (r*xy)*xz=uxu"!t | DESCOMPUNE
0 u=xxy,z=u"" REZOLVA
u=1zTHY z=(xxy)~? REZOLVA
z=(z*xy) Lu=zxy
o v={z/(xxy)"t, u/x*y,} este cgu.
8.
S R
0 zxy=uxu"! | DESCOMPUNE
0 r=uy=u"! REZOLVA
T=u y=u"! REZOLVA
y=utr=u

o v={y/u"l, x/u} este cgu.




S R
0| xxy=a*(y*(u*xv)~t) | DESCOMPUNE
0| r=z,y=y*(uxv)™? SCOATE
0 y=yx(uxv)"! ESEC
e Nu exista unificator.
10.
S R
0 rxy=yx(uxv)"! | DESCOMPUNE
0 r=y,y=(u*xv)! REZOLVA
T=y y=(uxv)~?! REZOLVA
y=(uxv) Lz =(uxv)"! REZOLVA

o v={y/(uxv)"L, y/(uxv)~1} este cgu.




2 Deductie naturala

’ Sistemul de reguli al deductiei naturale‘

w P (Ad) PAY . oNY

eAY

m (Vil) oV 1/} (\/ig)
@
1L . 2
_ (i) — (-
= (=) - ()
TND = (Le)
PV @

TND (tertium non datur) este reguld derivata.

Atentie! La acest sistem se adauga regula de copiere.



Regula de copiere:
e la un pas al unei demonstratii poate fi copiata orice formula demonstrata anterior.

e la un pas al unei demonstratii nu pot fi copiate formule din interiorul cutiilor care sunt inchise
in acel moment.

Exemplu in curs sau Huth si Ryan, pg. 20, unde cartea Huth si Ryan: http://staff.ustc.
edu.cn/~huangwc/book/LogicInCS. pdf

(Exercitiul 2) Demonstrati cid urmatorii secventi sunt valizi:
(1) (pAg)Ar,sAtEgAs
2) p,o(gAr)E—mpAr

3) pAg—orEp—(¢g—T)

4) pA(gvr)E(AgV(pAT)

()

5) p—q,p— gk -p

Demonstratie: (2) Huth si Ryan, pg 8; (3) Huth si Ryan, pg 15;
(4) Huth si Ryan Example 1.18, pg 19; (5) Huth si Ryan, example 1.21, pg 22 O

(Exercitiul 3) Demonstrati cd urmatoarele reguli pot fi derivate din regulile deductiei naturale:

e
- 1
p oY Y MT — RAA
2 ®
MT =modus tollens RAA =reductio ad absurdum
Demonstratie: Huth si Ryan, sectiunea 1.2.2 O
(Exercitiul 4) Fie n > 1 §i ¢1,...,¢n, ¢ formule. Demonstrati ca

dacd F o1 = (p2 = (- = (on — @) -+ +)) este valid, atunci ¢1, ..., @, F ¢ este valid.
Demonstratie: Huth si Ryan, pagina 53, Step 3 O

(Exercitiul 5) Stim ca echivalenta logica este definita astfel: p <> ¥ = (p = ¥) A (Y — ¢). Gasiti
reguli de introducere si eliminare pentru <.

Demonstratie: Observam ca <> este o combinatie intre — si A. Regulile pentru < se obtin

combinand regulile pentru — si A.

Introducerea (+» 7): pentru a introduce ¢ <> @ trebuie s introducem ¢ — 9 si v — ¢, apoi s&
introducem A; in consecinta regula va arata asa

— = (&)
Y
Eliminarea (+> 4): pentru a elimina ¢ <« 1 trebuie s elimindm A apoi si elimindm o —; vom
avea doua variante:


http://staff.ustc.edu.cn/~huangwc/book/LogicInCS.pdf
http://staff.ustc.edu.cn/~huangwc/book/LogicInCS.pdf

O

(Exercitiul 6) Formalizati si demonstrati folosind deductia naturala faptul c& din ipotezele (i1)-(i5)
deducem (c):

(i1) Toti scriitorii care inteleg natura umand sunt ingelepti.

(i2) Un scriitor care este poet adevdrat poate trezi sentimente puternice.
(i3) Eminescu este scristorul care a scris ”Luceafdrul”.

(i4) Un poet care trezeste sentimente puternice ingelege natura umand.
(i5) Numai un poet adevdrat putea scrie ”Luceafarul”.

(

¢) Eminescu este intelept.

Demonstratie: Formalizarea:

SANU =1

SANP—SP

E—SAL

PANSP — NU

L—P O



3 Puncte fixe

O multime partial ordonatd (mpo) este o pereche (M,<) unde <C M x M este o relatie de
ordine (i.e., reflexivi, antisimetrica, tranzitivd). O multime partial ordonata (C, <) este completa
(cpo) daca C are prim element L (L < z oricare x € C) si \/,, @, exista in C pentru orice lant
X ng SlL’g §

Fie (C, <¢) o multime partial ordonata. Un element a € C este punct fiz al unei functii f : C' — C
dacd f(a) = a. Un element [fp € C este cel mai mic punct fix al unei functii f : C — C daca este
punct fix gi pentru orice alt punct fix a € C al lui f avem [fp <¢ a.

(Exercitiul 7) Care sunt punctele fixe ale urméatoarelor functii? Indicati cel mai punct fix.

D fi:P({L2,3}) = P({1,2,3}), A(Y) =Y U{l}.

{1} dacdleY

2) f2:P({1,2,3}) = P({1,2,3}), fo(Y) = {@ altfel

0 dacileY

3) f5: P(1,2,3) = P({1.2,3)), (V) = {{1} altfel

Demonstratie:

1) Se observa ca punctele fixe ale lui f; sunt submultimile Y ale lui {1,2,3} care il contin pe 1
(dacd 1 € Y, atunci f1(Y) =Y U {1} si evident Y # Y U {1}). Deci punctele fixe ale lui f;
sunt {1},{1,2},{1,3},{1,2,3}. Evident, cel mai mic punct fix este {1}.

2) Se observa ca singurele puncte fixe ale lui f sunt () i {1}. Evident ) este cel mai mic punct
fix.

3) Se observa ca f3 nu are puncte fixe.

Teorie

Fie (A, <4) si (B, <p) multimi partial ordonate. O functie f : A — B este monotond (crescatoare)
dacd a1 <4 ag implicd f(a1) <p f(aq) oricare a1, as € A.

O clauza definita propozitionald este o formula care poate avea una din formele:
— ¢ (clauza unitate)

— AN ADE—(q
unde ¢, p1,...,p, sunt variabile propozitionale.

Fie S o multime de clauze definite propozitionale. Fie A multimea variabilelor propozitionale
P1,D2, ... care apar in S si Baza = {p; | p; € S} multimea clauzelor unitate din S. Definim functia

fs:P(A) = P(A) prin
fs(Y)=YUBazaU {a € A| (s1A...ANs, = a)estein S,s; €Y,...,5, €Y}

(Exercitiul 8) Aratati cd functia fg este monotona.

Demonstratie: Fie Y7,Ys C A astfel incat Y7 C Ys. Trebuie sa aratam cd fs(Y1) C fs(Y2). Fie

urmatoarele multimi:

Zy = {a€A|(s1A...As, —a)estein S,s1 €Yy,...,s, € Y1},

Zy = {a€A|(s1AN...ANs, —a)estein S,s1 € Ya,...,s, € Ya}.
Deci fs(Y1) = Y1 U Baza U Z; si fs(Y2) = Yo U Baza U Zs. Cum Yy C Ys, raméane si aratam doar
cad Z1 C Zs. Fiea € Z;. Atunci exista sy A...As, > a € Sisy,...,sp €Y. Decisq,...,s, € Yo,
de unde rezulta ca a € Zs. O



Teorie

Fie (A, <4) si (B, <p) multimi partial ordonate complete. O functie f : A — B este continud
daca f(V,, an) =V, f(a,) pentru orice lant {ay}, din A. Observam ca orice functie continua este
crescatoare.

Pentru orice multime de clauze definite propozitionale S, functia fg este continua.

Teorema 1 (Knaster-Tarski). Fie (C,<) o multime partial ordonatd completa si F : C — C o
functie continuda. Atunci
a=\/F"(L)

este cel mai mic punct fix al functiei F.

(Exercitiul 9) Calculati cel mai mic punct fix pentru functia fg,, i € {1, 2,3}, pentru urmaétoarele
multimi de clauze definite propozitionale:

1) Sl = {.’El N To — XT3, T4 N xo — x5, T2, Tg, Te —r (El}.
2) SQ = {.’El N xo — xr3, T4 — L1, T5 —» T2, T2 — ITs, 1'4}.

3) 53 = {.’El — T, T1 NIz — X1, 1’3}.

Demonstratie:

1) Observam cd A = {x1, 9, ...,26} i Baza = {xa,26}. Cum fg este continué, aplicim Teorema
Knaster-Tarski pentru a calcula cel mai mic punct fix:

fs,(0) = Baza = {z2, 76}

fsi({z2, 26}) = {2, 26, 21}
fsi({z2, 26, 21}) = {22, 76, 21, 73}
fs,({za, x6,21,23}) = {x2, 6, 1,23}

In concluzie, cel mai mic punct fix cdutam este {zq, zg, 1, T3}

2) Observam cd A = {x1,29,...,25} 51 Baza = {x4}. Cum fg este continui, aplicim Teorema
Knaster-Tarski pentru a calcula cel mai mic punct fix:

fs,(0) = Baza = {z4}
fs;({wa}) = {za, 21}
fs,({wa,21}) = {24, 21}

In concluzie, cel mai mic punct fix ciutam este {x4,x1}.

3) Observam cad A = {x1, 22,23} si Baza = {z3}. Cum fg este continud, aplicam Teorema
Knaster-Tarski pentru a calcula cel mai mic punct fix:

fs,(0) = Baza = {xs}
fs:({zs}) = {3}

In concluzie, cel mai mic punct fix ciutam este {x3}.

10



4 Rezolutie SLD

Arata mai rau decat e de fapt, dar pana si Grasa e putin speriata.

e O clauza definitd este o formula de forma:

— P(ty,...,t,) (formulad atomicd), unde P este un simbol de predicat, iar ¢1,...,t, termeni

— PPA... AP, — @, unde toate P;, Q) sunt formule atomice.

e O regula din Prolog Q : — Py,...,P, este o clauza P, A ... A P, — @, iar un fapt din Prolog

P(ty,...,ty) este o formuld atomicd P(t1,...,tn).
e O clauza definitda Py A ... A P, — @ poate fi gandita ca formula Q V —P; V...V —P,.

e Pentru o multime de clauze definite T', requla rezolutiei SLD este

—“PyV---V=P, V.-V =P,

LD
5 ("PLV - VaQV--V=aQp V-V -P,)d

unde QV —Qq V ---V =Q,, este o clauzd definitd din T (in care toate variabilele au fost

redenumite) si 6 este c.g.u pentru P; si Q.

e Fie T o multime de clauze definite §i Py A ... A P, o tinta, unde P; sunt formule atomice. O

derivare din T prin rezolutie SLD este o secventa Gg := =P, V...V =P, Gy, ..., Gg, ...

care (41 se obtine din G; prin regula SLD. Daca existd un k cu Gy = O (clauza vida), atunci

derivarea se numeste SLD-respingere.

Teorema 2 (Completitudinea SLD-rezolutiei). Sunt echivalente:
(i) existd o SLD-respingere a lui Py A ... A\ Py, din T,
(ii)) TEPLA---APp,.

(Exercitiul 10) Gasiti o SLD-respingere pentru urméatoarele programe Prolog si tinte:

(a) 1. r :- p,q. 5. t. - W.
2. s :-p,q. 6. q
3. v :- t,u. 7. u.
4. w :- v,s. 8. p
() 1. a&X,Y) - q,X), q¥,£EW))). 7- q(£(2),a).
2. qla,f(£(X)).
) 1. pX) :- qX,£(Y)), r(a). 4. r(X) :- qX,M. 7- p(X), q(¥,2).
()
2. pX - r(X). 5. r(f(b)).
3. qX,Y) :- p(Y).

11



Demonstratie:

(a)
Go = W
Gy =-wV-s (4)
Gy =tV -uV-s (3)
Gz =-wuV s (5)
Gy = s (7)
Gs=-pV —q (2)
Ge = ¢ (8)
Gr =0 (6)
(b)

Gy =0

(c)
Go = —p(X) V=q(Y, 2)
G =-r(X1)V—qY,2) (2cub
GQ :_‘q(Y,Z) (5 cu 6
Gg = _‘p(Zl) (3 cu 6
Gy =—r(X) (2cud
Gs =0 (

Teorie

= X))

Fie T o multime de clauze definite si o tinta Gy = -P, V...V =P,,. Un arbore SLD este definit

astfel:

e Fiecare nod al arborelui este o tinta (posibil vida)

e Radacina este Gy

e Daca arborele are un nod G;, iar G;11 se obtine din G; folosind regula SLD folosind o clauza
C; € T, atunci nodul G; are copilul G;;1. Muchia dintre G; si G;11 este etichetata cu C;.

Daca un arbore SLD cu radécina Gg are o frunza O (clauza vida), atunci existd o SLD-respingere

alui Gy din T.

(Exercitiul 11) Desenati arborele SLD pentru programul Prolog de mai jos si tinta 7- p(X,X).

pX,Y)
p(X,X)

q(X,a)

O WN -

Demonstratie:

q(X,b).
q(b,a).

r(b,a).

- qX,2), r(Z,Y).
- s(X).

- r(a,X).

7.
8.
9.
10.
11.

12

s(X) :- tX,a).
s(X) :- t(X,b).
s(X) - t(X,X).
t(a,b).

t(b,a).



-p(X, X)

T T

ﬁ’l‘ Z X ﬁS(X)
/// \\K / 8\
—r(a,b) —r(a, X) —t(X,a) -t(X, b) —t(X, X)
(fail) (fail) (fail)
6 3 11 10
U (I U O
(X =a) (X =a) (X=b)  (X=a)

13



5 Lambda-calcul

Lambda-calculul (sau A-calculul) a fost dezvoltat intre 1929-1932 de Alonzo Church si a fost
propus ca sistem formal pentru logica matematica. In 1935, a demonstrat ca orice functie calculabila
peste numerele naturale, poate fi calculatd in A-calcul. Tot in 1935, independent de Church, Alan
Turing a dezvoltat mecanismul numit astazi masina Turing, iar in 1936 a argumentat si el ca orice
functie calculabila peste numerele naturale poate fi calculata de o masina Turing si, in plus, a aratat
echivalenta celor doud modele de calcul (A-calcul si masini Turing), ducind la ceea e numim astazi
Teza Church-Turing.

Sintaxa A-calculului:
t=x|Azt|tt

A-termeni. Fie Var = {z,y, z,...} o multime infinitd de variabile. Multimea A-termenilor AT
este definita inductiv, astfel:

[Variabild] Var C AT
[Aplicare] dacd t1,te € AT atunci (t; t2) € AT
[Abstractizare] dacd = € Var si t € AT, atunci (A\x.t) € AT

Conventii de scriere.

e in scrierea A-termenilor vom elimina parantezele exterioare si vom scrie, de exemplu, 2y in loc
de (zy), sau Az.xy in loc de (Az.(xy));

e aplicarea este asociativa la stanga: titats este (t1t2)ts;
e corpul abstractizarii este extins la dreapta: Ax.tito este Ax.(t1t2);

e scriem Azxyz.t, in loc de Az.\y.\z.t.

5.1 Variabile libere si legate

Variabile libere si legate. Pentru un termen Az.t spunem ca:
e aparitiile variabilei z in ¢ sunt legate (bound);
e )z este legtura (binder), iar t este domeniul (scope) legirii;
e 0 aparitie a unei variabile este liberd (free) dacd apare intr-o pozitie in care nu este legata.

Un termen f&rd variabile libere se numeste inchis (closed).

Multimea variabilelor libere FV(t). Pentru un A-termen ¢, multimea variabilelor libere este
definita astfel:

[Variabild] FV (x) = {z}
[Aplicare] FV (t1te) = FV(t1) U FV (t2)
[Abstractizare] F'V (Ax.t) = FV(t) — {z}

Exercitiul 1. Calculati multimea variabilelor libere pentru urmadtorii A-termeni:

a. \x.zy c. z(Azy.xyz)(Av.yv)
b. xAr.xy d. At.((Azyz.yza)t)

14



5.2 Substitutii

Fie t un A-termen si © € Var. Pentru un A-termen u vom nota prin [u/z]t rezultatul inlocuirii
tuturor aparitiilor libere ale lui « cu w in {.

[Variabild] [u/z]z = u

[Variabild] [u/z]y =y dacd = #y

[Aplicare] [u/z](tit2) = [u/x]t1[u/x]ts

[Abstractizare| [u/z]\y.t = \y.[u/z]t unde z # y siy & FV(u)
Variabilele legate pot fi redenumite.

Exercitiul 2. Aplicati substitutiile indicate in urmatorii A-termeni:

a. [y/x|Az.x c. [Az.z/x](Az.yx)
b. [y/z] y.x d. [Az.z/x](\y.yx)

5.3 a-conversie (a-echivalenta)

a-conversia =, este relatia binara care satisface urmatoarele proprietati:
[Reflexivitate] t =4 t
[Simetrie] t; =, to implica to =, t1
[Tranzitivitate] t1 =, to si to =, t3 implica t; =4 t3
[Redenumire] Az.t =4 Ay.ly/z|t dacd y € FV (1)
[Compatibilitate] t1 =, to implica tty =, tte, t1t = tat si Ax.ty =4 A\x.to
Compatibilitatea cu substitutia.
t1 =q t2 Sl U1 =4 ug implica [uy/x]t; =4 [ua/z]ts

Exercitiul 3. Verificati care dintre a-conversiile urmdtoare sunt adevdrate:

a. A\r.x =4 Y.y d. Mx.xy =4 A\y.yy
b. A\z.y =4 A\y.x €. TAL.TY =4 TAZ.2Y
C. A\T.TY =4 \T.TZ [ xdz.xy =, yAr.xy

5.4 [-reductia

B-reductia este o relatie definita pe multimea a-termenilor, 5 C AT x AT, unde
[Aplicarea] (Az.y)u —g [u/z]t
[Compatibilitatea] t1 —p to implica tt; — g tto, t1t —p tot 81 Ax.t1 —p Az.to

Inchiderea reflexiva si tranzitiva a acestei relatii se noteaza —5C AT x AT, iar t; —7 t2 daca exista
n > 0 si ug, ..., un, asfel incat ¢t =4 ug =g w1 =g ... = Up =q to.

Exercitiul 4. Sd se aplice doud [-reductii succesive asupra A-termenului (Ax.(Ay.yx)z)v. Este o
singurd varianta de aplicare?

Un termen poate fi S-redus in mai multe moduri, iar proprietatea de confluenta ne asigura ca
vom ajunge intotdeauna la acelasi rezultat. (forma normala este unicd, modulo a-echivalentd)
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5.5 Numeralii Church

Fie numerele naturale definite prin:

e 0:=)\fz.x

o 1:=)\fz.fx

o 2:=\fu.f(fx)
o m:= \fz.f"x

. ...
Fie functiile

e succ := Anfz.f(nfx)

e add := dmnfz.mf(nfz)
Sa se arate ca

e succ 2=, 3

Demonstratie.
succ 2 := (A\nfz.f(nfx)) N f'2'.f'(f'2") =5
=g (M2 S (f'2") )M fr.f(nfr) =a
=o M. f(Mf'2 f'(fa") fx) =
—p Afe f(f(fz)) =3
e add31=,4
Demonstratie.

add 3 1:= (Amnfz.mf(nfz))(Af'z' f/(f (fx)Af"z" f2") =5
=5 N2 f () /ml 2”2 In] (A fem f (nfz)) =a
=a Mz (A2 f1(F(f ) F (A2 f2") fr) =
=g M. (A f'2f(f (f2) f(fr) =a
=a M. f(f(f(fz))) = 4

Si Grasa e putin confuza, nu sunteti singurii!
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